Elektron v atomu

Verze MS-2013-10-22, mens{ upgrade 2019-10-20.

Vypocet pripustnych energii elektronu v jednoelektronovém atomu, za pouziti
rady aproximaci, vyuziti prevzatych odvozeni, ale presto se jedna o realnou ukazku
reseni Schrodingerovy rovnice.

Pro lepsi pochopeni matematiky stojici za timto odvozenim je vhodné si nejprve pre-
¢ist jednodussi pripad feseni Schrodingerovy rovnice = predchozi priklad = elektron
v krychli.

Toto odvozeni shrnuje hlavni body, postup krok-za-krokem lze najit ve ¢tyrech naske-
novanych papirech A4 = JPG souborech = strankach JPG1-JPG2-JPG3-JPG4.

Dalsim doplitkem jsou vypoéty pomoci Jupyter/Python, které zahrnuji: sestaveni
zde odvozené Schrodingerovy rovnice, dosazeni znamych feseni = atomovych orbi-
talil do rovnice, a vyjadieni energie E ze sestavené rovnice. Tim nakonec ziskame
obecny vzorec pro energii orbitalil v jednoelektronovém atomu (E = —const - Z2/n?)
a také hodnotu konstanty (const = 13.6eV). Viz NB.HTML soubor vyexportovany
z Jupyteru.
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1 Obecny popis systému

Postulat: Stav elektronu v atomu je zcela popsan Schrodingerovou rovnici (eq. 1).
Zde jde o postulat kvantové mechaniky (QM), takze neni co Tesit. Pro tuplnost lze
konstatovat, ze dle QM je mozné kazZdy systém popsat tzv. casovou Sch.rovnici, a
toto je specidlni piipad — bezc¢asova Sch. rovnice pro atom (kde ¥ je vlnova funkce,
spinorbital):

HU = EV (1)

Aproximace 1: budeme uvazovat bezspinovou rovnici, tj. zanedbame spin elektronu
a dostaneme (formélné stejnou) rovnici eq.2 (kde x je bezspinova vlnova funkee,
orbital): -

Hxy = Ex (2)

2 Energie systému v CM

Zcela analogicky jako u elektronu v krychli vyjadiime energii systému nejprve
pomoci klasické mechaniky (CM). Pfitom uvdzime, Ze celkovd energie se sklada
ze t¥{ pifspévkil — kinetické energie jadra E, kinetické energie elektronu E™ a
potencidlni energie v dusledku interakce kladného jadra a zdporného elektronu EJ:

E = Ep+ By = B + B + B} 3

Kinetickd energie zavisi na rychlosti v, rychlost souvisi s hybnosti p (pro elektron
p = mev, pro jadro p = M,v — rovnice 4, 5). Potencidlni energie zavisi na poloze
elektronu (x, y, z), konkrétné na vzdélenosti r mezi kladné nabitym jadrem a zdporné
nabitym elektronem, a to dle Coulombova zdkona (pokud pocitame v atomovych
jednotkéch, je konstanta v Coulombové zdkoné k = 1 — rovnice 6).
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Poznamka: rovnici (7) jsme si rovnou zavedli znaceni [E = H, E, =T, E, = V],
které se pak bézné pouziva v kvantové mechanice (QM).



Aproximace 2: zanedbdme pohyb jadra (tj. pifspévek pohybu jadra E k cel-
kové energii systému E = H). Matematické zduvodnéni: velké ¢islo ve jmenovateli
zlomku v rovnici 4 vede k nepatrné hodnoté energie. Fyzikalné-logické zduvodnéni:
hmotnost jadra je vuci elektronu obrovska (M, > m.) a tezsi véci se hut rozpohy-
buji. Zanedbani pohybi jader se v QM nazyva Born-Oppenheimerova aproximace.
Vysledkem je zjednoduseni rovnice 8 na nasledujici tvar:

p2 VA 62
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E=H=T+V = (8)

3 Energie systému v QM

Zcela analogicky jako u elektronu v krychli nyni prejdeme z CM (rovnice 8=9) do
QM (rovnice 10=11) pomoci principu korespondence. Podrobné vysvétleni principu
korespondence viz vySe zminéné odvozeni pro elektron v krychli. Podrobnosti jsou
téz v souboru JPG1. Zde uvadime rovnou vysledek:
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Za pripominku stoji nasledujici:
e princip korespondence neni nic jiného nez predpis (navod, postup), podle kte-
rého se veliciny CM méni na operatory QM

e v tomto konkrétnim pripadé doslo podle principu korespondence k nasledujicim
zménam:

- H>H T ST, VoV
SR A= (B Bt B,

— me,r,e — zustavaji beze zmén

4 Sestaveni Schrodingerovy rovnice

Zcela analogicky jako u elektronu v krychli nyni pfimocare sestavime Schrodin-
gerovu rovnici. Prosté a pouze dosadime do obecné Sch.rovnice (= do rovnice 1,
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presnéji do rovnice 2) vyse odvozeny vyraz pro QM energii naseho systému (= Ha-
miltonidn = H = rovnici 11):

—n*(0*  0* D Ze?
[zme (w*ayﬁazz)*‘]x = Bx (13)

5 Vyreseni Schrodingerovy rovnice

Zcela analogicky jako u elektronu v krychli jsme dospéli ke Schrodingerove rovnici:
(i) vyjadrili jsme energii systému v CM, (ii) pouzili jsme princip korespondence,
kterym jsme prevedli vyraz pro energii do QM, (iii) tim jsme ziskali Hamiltonian H ,
(iv) Hamiltonidan jsme dosadili do obecné Sch. rovnice H X = Ex a tim jsme ziskali
Sch. rovnici naseho systému (rovnice 13).

Nyni staci Sch. rovnici vyfesit a mame hotovo. ReSeni je v tomto piipadé matema-
ticky o dost komplikovanéjsi, nez u elektronu v krychli, ale principielné jde o stejnou
véc — prosté fesime diferencidlni rovnici. Stejné jako u elektronu v krychli bychom
meli feSenim ziskat vlastni funkce a vlastni hodnoty, pricemz vlastni funkce jsou po-
volené stavy systému (zde orbitaly) a vlastni energie jsou povolené energie systému
(zde energie orbitali).

5.1 Zjednoduseni pouzita pri reseni
Pro jednoduchost si feseni podstatné usnadnime dvéma vécmi:

e Aproximace 3: budeme uvazovat jen sféricky symetrickd reseni. V praxi to
odpovida stavu, ze uvazujeme jen sféricky symetrické orbitaly (tj. uvazujeme
jen y = 1Is, 2s...) anikoli komplikovanéjsi nesférické orbitaly (napt. 2p, 3d...).
Toto ovSem v nasem pripadé viceméné nevadi, protoze z QM je znamo, ze u
jednoelektronového atomu jsou energie vsech orbitali s hlavnim kvantovym
¢islem stejné (napt. E(3s) = E(3p) = E(3d)). Cili i kdy# vypocitdme jen ener-
gii s-orbitalii, bude vysledek platit i pro p-orbitaly, d-orbitaly, f-orbitaly,. ..

e Vyuziti znamého feSeni. Vlastni funkce y (tj. atomové orbitaly) nebudeme
ve skutecnosti vitbec pocitat, ale prosté je vezmeme z tabulek (pri¢emz se ome-
zime jen na sféricky symetrické orbitaly 1s, 2s, 3s. Dosazenim znamych funkei
X do Sch.rovnice jednak ovérime, Ze jsme rovnici sestavili spravné (feSenim
Sch. rovnice pro atom musi byt atomové orbitaly, jinak je nékde chyba), jed-
nak ziskdme hodnoty vlastnich energii E (tj. energie elektronovych orbital,
které jsou mimo jiné potfebné pro vypocty energii EDX ptrechodi).



5.2 Vlastni reseni

Cely postup vypoctu zde neuvadime, lze jej nalézt v ruéné psanych a naskenovanych
poznamkach — JPG souborech:

e JPGI1 — sestaveni Sch. rovnice
e JPG2 — prevod Sch. rovnice do sférickych souradnic
e JPG3 — vyfeseni Sch. rovnice s pouzitim vSech zminénych aproximaci/fint

e JPG4 — doplnék: vypocet numerické hodnoty Rydbergovy konstanty

5.3 Vysledky

Ackoli vypocet v predchozi sekci je relativné zdlouhavy, vysledky jsou jasné:

e Energie atomovych orbitalii v jednoelektronovém atomu zavisi pouze na ato-
movém ¢isle Z a hlavnim kvantovém cisle n:
ZQ
E(n) = —constﬁ (14)

e Hodnota konstanty (= Rydbergovy konstanty pro vypocet energii) ve vyse
uvedené rovnici je:
const = Ry = 13.6eV (15)

6 Zaveéry

e Ukézali jsme reseni Schrodingerovy rce pro 1l-elektronovy atom. Na
zékladé podobnosti s jednodussim problémem (elektron v krychli) jsme de-
monstrovali, ze ukdzany postup je v QM obecné platny. Pri feseni jsme pouzili
radu aproximaci a zjednoduseni, ale princip vypoctu se tim nezménil.

e Hlavnim vysledkem vypoctu jsou dvé rovnice (14 a 15), pomoci kterych mi-
zeme (v ramci danych aproximaci) pocitat energie atomovych orbitali.

e Vime, zZe energie EDX prechodt odpovidaji pravé rozdilim energii mezi or-
bitaly, pricemz energie orbitali umime (priblizné) vypocitat. Umime tedy
vypocitat i energerické rozdily mezi orbitaly = energie SEM/EDX
prechodt. Pritom jasné chapeme, jak vypoctené energie souvisi se strukturou
atomu (viz rovnice 16):

ni nj

E(EDX) = By — By = E(ny) — E(ny) — 13.622 ll - 1] (16)
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7 Analogie s pripadem elektron v krychli

e V obou pripadech (elektron v krychli, elektron v atomu) jsme fesili Schr.rovnici
postupem: CM — princip korespondence — QM.

e Schr.rovnice (f—I\ U = EV) je tzv. rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty.
Vlastnimi funkcemi jsou v funkce popisujici polohu elektronu (zde ¥, resp. x;
protoze kvadrat absolutni hodnoty téchto funkei je imérny pravdépodobnosti
vyskytu elektronu v daném misté). Vlastnimi hodnotami jsou hodnoty energii
(E), které ziskame jako konstanty (zavislé na kvantovych ¢islech) po dosazeni
nalezenych vlastnich funkci do Schr.rovnice. Pfitom kazdé vlastni funkei (¥,
X) odpovida uré¢itd vlastni hodnota energie (E).

e V prvnim, jednodussim piipadé (elektron v krychli) jsme feseni Schr.rovnice
jsme Feseni Schr.rovnice (funkce x) prevzali z tabulek, protoze se jedné o zndmé
reseni — orbitaly 1s, 2s, 3s. V obou pripadech jsme feseni ovérili dosazenim
funkci do ptivodni rovnice. Za pripominku stoji, ze Schr.rovnice je diferenci-
alni, pricemz FeSenim normélnich (ne-diferencidlnich) rovnic jsou éisla, zatimco
resenim diferencidlnich rovnic jsou funkce (zde WU, y).

e V obou pripadech ndm po dosazeni vlastnich funkei (¥, x) zpét do Schr.rovnice
vysly vlastni hodnoty (E), které zde maji vyznam energii elektronu v daném
stavu. V pripadé elektron v krychli se to byly energie, kterych mize nabyvat
elektron uvnitt malé krychlicky, z niz nemtze vyskocit. V pripadé elektron v
atomu Slo o energie, kterych muze nabyvat elektron pohybujici se kolem ato-
mového jadra. V obou pripadech byly energie kvantované, tj. elektron nemuze
mit energii libovolnou, ale muze byt jen v urcitych, pevné danych energe-
tickych stavech (a v zadnych jinych). V obou piipadech vyslo kvantovani (a
prislusna kvantova ¢isla) z okrajovych podminek. V prvnim ptipadé (elektron
v krychli) jsme kvantovani piimo odvodili matematicky, v druhém piipadé
(elektron v atomu) jsme kvantovani prevzali jako hotovou véc z tabelovanych
reSeni (atomové orbitaly).
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